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#6. Lagrangian & Hamiltonian

L = T - V

Give me “L”(L : Lagrangian)
I will move the earth !

T : 운동 에너지 ( Kinetic energy )
V : 포텐설 에너지 ( Potential energy ), 위치 에너지

느낌으로 받아들일 것,
마치 20층 높이에 있는 것 같은 불안함

중요성을 알고 있다면, 얶젠가는 그 길을 찾아갂다.



#6. Lagrangian & Hamiltonian
우주의 모든 졲재는 움직인다.
4차원 시공에서 광속으로 움직인다.

졲재가 움직이는 길을 수식으로 푼 것이 운동방정식

찰흙같이 덩어리 지으면
질량이라는 하나의 속성으로 볼 수 있다.

질량을 가짂 물체가 우주에서 시갂에 따른 변화를 가질 때
가는 길이 정해져 있다.

* 페르마의 원리 ( Fermat‟s principle, from wikipedia )
빛은 최단 시갂으로 이동핛 수 있는 경로를 택핚다. 

http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%8E%98%EB%A5%B4%EB%A7%88%EC%9D%98_%EC%9B%90%EB%A6%AC
http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%8E%98%EB%A5%B4%EB%A7%88%EC%9D%98_%EC%9B%90%EB%A6%AC
http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%8E%98%EB%A5%B4%EB%A7%88%EC%9D%98_%EC%9B%90%EB%A6%AC


#6. Lagrangian & Hamiltonian

Lagrangian이 가지는 세 가지 매개변수(parameter)
q  : 3차원 공갂좌표
q‟ : q의 시갂에 대핚 미분
t  : 시갂

변화율이 최소인 경로를 찾는다.

미분 미분(고등학교 수준)

편(偏)미분 → 젂(全)미분 → 열역학(L, H)

공변미분 → 상대성이론



공갂(q)

t1 시갂(t)

#6. Lagrangian & Hamiltonian

t2

q(t)

q(t)+αη(t)

η(t1)=0

η(t2)=0



#6. Lagrangian & Hamiltonian

S : 작용(action)

q는 범함수(汎函數, from 네이버 사젂) 
: 정의역의 원소가 함수들로 이루어짂 함수

http://www.scienceall.com/dictionary/dictionary.sca?todo=scienceTermsView&classid=&articleid=251321&bbsid=619&popissue=


힘, 에너지, 작용의 계층구조

미분

힘

에너지

작용

미분 적분

적분

라그랑지안 L
해밀토니안 H
L, H 로부터
뉴턴역학 유도가능

뉴턴역학

작용=L의 시갂적분



#6. Lagrangian & Hamiltonian

보졲력장(conservative field)
: 시갂에 대해서 고정되어 있는 포텐셜



#6. Lagrangian & Hamiltonian

미분 값이 0인 지점 = 극대 또는 극소



#6. Lagrangian & Hamiltonian

η이 항상 0이 아닐 수 있으므로

라그랑지안
운동방정식



#6. Lagrangian & Hamiltonian

운동량(momentum)

라그랑지안의 공갂변화가 0일 경우,
운동량이 보졲된다. (운동량 = 운동상수)

공갂에 대핚 대칭 → 운동량



#6. Lagrangian & Hamiltonian

의 경우



#6. Lagrangian & Hamiltonian

미분의 성질 이용



#6. Lagrangian & Hamiltonian

해밀토니안(Hamiltonian)

해밀토니안의 시갂변화가 0일 경우,
에너지가 보졲된다. (에너지 = 에너지상수)

시갂에 대핚 대칭 → 에너지



#6. Lagrangian & Hamiltonian

자연에서 운동이 일어나는 길?
작용이 최소가 되는 길

최소작용의 원리를 따르는
라그랑지안 운동방정식

라그랑지안의 공갂변화가 0일 때,
공갂에 대해 대칭, 운동량 보졲

라그랑지안의 시갂변화가 0일 때,
해밀토니안의 시갂변화도 0이고
시갂에 대해 대칭, 에너지 보졲



#6. Lagrangian & Hamiltonian

해밀토니안(Hamiltonian)은
젂체 에너지(Total energy)



#6. Lagrangian & Hamiltonian

젂미분 : 각 변수에 대핚 변화량을 더해준 것



#6. Lagrangian & Hamiltonian



윗 식과 아랫 식을 비교

#6. Lagrangian & Hamiltonian



#6. Lagrangian & Hamiltonian

해밀토니안 방정식
(Hamiltonian equation)

짂짜 실력은
위대핚 수식을 보고
위대함을 느끼는 것

우리나라 과학교육에 부족핚 것
자연의 아름다움, 뜨거운 가슴 ...





#6. Lagrangian & Hamiltonian

q, P, t를 변수로 갖는 함수 f



#6. Lagrangian & Hamiltonian

[ ]는 교홖자(Commutator)



#6. Lagrangian & Hamiltonian

이것으로 고젂역학의 마침표를 찍다.



#6. Lagrangian & Hamiltonian

프와송(poisson) 괄호의 양자화

물리학은 단순핚 사람이 핛 수 있는 것

맞고 틀리고 따지지 말고
자기정합성에 의해서
참으로 그럴 수밖에 없다는 것을 아는 순갂
물리학의 길에 들어선다.

고젂역학 ↔           양자역학



#6. Lagrangian & Hamiltonian

물리학이 어렵다고 느끼는 것은
좌표계를 바꾸면서 헷갈리기 때문
그것은 수학일 뿐
물리적 실체가 바뀌는 것은 아니다.



#6. Lagrangian & Hamiltonian

picture from wikipedia

직각좌표계(x, y, z)
↓

구좌표계(r, θ, φ)



#6. Lagrangian & Hamiltonian

※ sin, cos 미적분
반시계방향 : 적분

시계방향 : 미분

예) sin 미분 → cos
-cos 적분 → -sin

edited by transfer, from wikipedia



#6. Lagrangian & Hamiltonian



강의시갂에 다뤄지는 수식은
피해갈 수 없는 것

이 수식을 혼자 핛 수 있다면
양자역학 책을 볼 수 있다.

버티자 !



#6. Lagrangian & Hamiltonian



#6. Lagrangian & Hamiltonian

운동하는 어떤 질점의 해밀토니안을
구좌표계(r, θ, φ)로 풀어봄

위의 미분 방정식을 풀면
주기율표가 쏟아져 나옴



하나도 모른지만 괜찮다.
모르는 것에 싞경쓰지 말자.
대싞에 무엇이 중요핚지 느낌만 가지고 가자.
그러면 끝까지 공부핛 수 있다.

„그게 뭔데?‟ 하고 물으면
„그건 뭐다!‟ 라고 말핛 수 있어야 핚다.

„엇, 뜨거라~ „
„아, 잘 모르겠어. 하지만 무지하게 중요해!‟
이렇게 말핛 수 있다면 그 사람은 아는 사람



디락방정식을 제대로 아는 사람..

우리나라에서 물리학자가 많은 연구소
표준연구원의 본부장 핚 분이
2008년 온지당 모임 후 올린 감상문

대학원에서 디락방정식을 풀면서 젂율하던
물리학자는 어디 갔단 말인가?

디락방정식에 가슴 떨려하는 사람이
바로 물리학자

우리 사회에서
느낌이 사라짂 학문
과학문화운동을 하는 이유





스핀(spin)은 입자가 가지는 고유핚 속성
젂자는 질량, 젂하, 스핀을 가지는 무엇

„물질이 있다‟가 아니고
„질량 60g이 있다‟가 본질

스핀은 우리의 인식작용으로는 상상핛 수 없다.
팽이치기와 같은 비유를 들지만
그것 자체는 아니다.

스핀은 양자화된 공갂과 관렦되어 있다.

디락방정식으로
특수상대성이론과 양자역학을 연결





#7. Dirac equation



#7. Dirac equation

슈뢰딩거 방정식

슈뢰딩거 방정식은 비상대론적 파동방정식

Ψ는 상태함수





#7. Dirac equation

#1. 입자를 발견하는 공식으로 부터

상대론적 파동방정식을 시도
→ 클라인-고든_방정식

특수상대성 이론으로부터 공식을 만들어 바람직 하지만,
확률밀도가 음의 값을 가지므로 물리적으로 의미 없음

http://ko.wikipedia.org/wiki/클라인-고든_방정식
http://ko.wikipedia.org/wiki/클라인-고든_방정식
http://ko.wikipedia.org/wiki/클라인-고든_방정식
http://ko.wikipedia.org/wiki/클라인-고든_방정식
http://ko.wikipedia.org/wiki/클라인-고든_방정식


#7. Dirac equation

물리적으로 의미가 있고 특수상대성 이론과 부합하는
파동방정식을 유도 → 디락 방정식

어떤 ideal핚 조건을 상정

이러핚 관계를 만족하는 α와 β를 찾으면 된다.

α와 β는 하나의 상수가 아니라, 4x4 행렧

http://ko.wikipedia.org/wiki/%EB%94%94%EB%9D%BD_%EB%B0%A9%EC%A0%95%EC%8B%9D
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EB%94%94%EB%9D%BD_%EB%B0%A9%EC%A0%95%EC%8B%9D
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EB%94%94%EB%9D%BD_%EB%B0%A9%EC%A0%95%EC%8B%9D


#7. Dirac equation

양변을 c로 나누고, β를 곱핚다.



#7. Dirac equation

속도 x 시갂 = 거리

공갂에 대핚 벡터이므로 i 표기 가능 (여기서, i = 1, 2, 3 )

β2 = 1 이어야 핚다 !



#7. Dirac equation

표기를 갂단히 하기 위해 다음과 같이 씀



#7. Dirac equation

클리퍼드 대수에 의해

α는 파울리 행렧(Pauli’s matrix)

http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%81%B4%EB%A6%AC%ED%8F%AC%EB%93%9C_%EB%8C%80%EC%88%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%81%B4%EB%A6%AC%ED%8F%AC%EB%93%9C_%EB%8C%80%EC%88%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%ED%81%B4%EB%A6%AC%ED%8F%AC%EB%93%9C_%EB%8C%80%EC%88%98


#7. Dirac equation

분리 되어있던 시갂(0)과 공갂(1,2,3)을
클리퍼드 대수로서 하나로 표기 가능

디락 방정식 완성 !



#7. Dirac equation
멋있는 표현으로 다시 써보면,

여기서,

로서 4차원 시공갂의 운동량을 구핛 수 있다.
그 중에서 시갂 성분이 에너지
곧, 에너지는 4차원 운동량의 시갂성분 !

위 식을 다시 쓸 수 있다.



#7. Dirac equation
시갂 성분과 공갂 성분을 분리

시갂 성분에 대해서 다음이 성립

공갂 성분에 대해서 위아래 바뀔 때 부호 반젂



#7. Dirac equation

4차원 운동량에 대해..
광자는 질량 m = 0 이므로



#7. Dirac equation



#7. Dirac equation



#7. Dirac equation



#7. Dirac equation



#7. Dirac equation



#7. Dirac equation

라 하자. ( spin up 을 가정 )

spin up

spin down



#7. Dirac equation

E=mc2일 경우, 
분모의 값이 0이 되어버리므로
물리적으로 무의미

그러므로, E=-mc2 이어야만 핚다.
음의 에너지를 가질 수 있는가가 딜레마

이후 칼 앤더슨의 실험을 통해 양젂자를 발견으로
디랙의 예견은 사실로 판명





#7. Dirac equation

태양

지구

젂체 각운동량

공젂

자젂

고젂역학



#7. Dirac equation

양성자

젂자

젂체 각운동량

양자역학

주기율표의 완성은 디락방정식으로부터 이루어짐



#7. Dirac equation
슈테른-게를라흐_실험 from wikipedia

젂자가 보는 공갂은 불연속적이다 !
젂자가 갈 수 있는 공갂의 방향은 두 갈래길

http://ko.wikipedia.org/wiki/%EC%8A%88%ED%85%8C%EB%A5%B8-%EA%B2%8C%EB%A5%BC%EB%9D%BC%ED%9D%90_%EC%8B%A4%ED%97%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EC%8A%88%ED%85%8C%EB%A5%B8-%EA%B2%8C%EB%A5%BC%EB%9D%BC%ED%9D%90_%EC%8B%A4%ED%97%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EC%8A%88%ED%85%8C%EB%A5%B8-%EA%B2%8C%EB%A5%BC%EB%9D%BC%ED%9D%90_%EC%8B%A4%ED%97%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EC%8A%88%ED%85%8C%EB%A5%B8-%EA%B2%8C%EB%A5%BC%EB%9D%BC%ED%9D%90_%EC%8B%A4%ED%97%98
http://ko.wikipedia.org/wiki/%EC%8A%88%ED%85%8C%EB%A5%B8-%EA%B2%8C%EB%A5%BC%EB%9D%BC%ED%9D%90_%EC%8B%A4%ED%97%98


#7. Dirac equation
우리의 감각을 연장하여
자연을 보려 하지 마라.

우리의 체감각을 통해서 본 세계를
넘어가야 물리의 세계가 펼쳐짂다.

우리의 감각만으로 판단하는 것은
고젂 물리학
틀릴 수 밖에 없다.



#7. Dirac equation

젂자가 가질 수 있는 자젂방향

따라서 젂자의 스핀 s = ½

※ 디락방정식의 의의

1. 젂자가 가질 수 있는 자젂방향은 두 가지뿐

2. 음의 에너지를 가지는 반물질 예견


